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Zusammenfassung
Im Rahmen einer kurzen

”
Lecture Note“ werden mathematische Grundlagen der Z-Transformation

erläutert. Da die Z-Transformation die Berechnung einer Potenzreihe ist, ergeben sich viele Eigenschaften
der Z-Transformation direkt aus Sätzen der Funktionentheorie. Zur Charakterisierung der Stabilität linearer
Abtastsystems wird darüber hinaus mit dem Prinzip gleichgradiger Beschränktheit ein zentrales Ergebnis der
Funktionalanalysis verwendet, dessen Erwähnung an dieser Stelle in der Ingenieurliteratur eher unüblich ist.

1 Einleitung

Mit der Z-Transformation werden in der Regelungs-
technik Differenzengleichungen gelöst, die beim Um-
gang mit abgetasteten Signalen auftreten. Daher wird
diese Transformation ausführlich in der Ingenieurli-
teratur (z. B. [5, 11, 16]) und auch in spezialisierten
Büchern über Ingenieurmathematik wie z. B. [1, 2, 4,
8, 12, 17] beschrieben. Aus der Fülle der Publika-
tionen sind die angegebenen Werke nur exemplarisch
herausgegriffen. Hier soll in einer im Vergleich mit
den Büchern kompakteren Abhandlung der Fokus ge-
zielt auf die Mathematik gelenkt werden, die im Um-
gang mit der Transformation benötigt wird. Diese wird
so elementar wie möglich beschrieben, wobei aber die
relevanten Sätze zur Z-Transformation vollständig be-
wiesen werden. Im Gegensatz zu den erwähnten Tex-
ten wird darüber hinaus der in der Regelungstech-
nik benutzte BIBO-Stabilitätsbegriff (siehe Definiti-
on 5.1) mit dem Prinzip gleichgradiger Beschränktheit
der Funktionalanalysis umformuliert.

In der Regelungstechnik hilft die Laplace-Transfor-
mation, ein einfaches Regelwerk zur Lösung der auf-
tretenden linearen Differenzialgleichungen zu schaf-
fen. Dabei wird mit Ein- und Ausgangssignalen ge-
rechnet, die durch Funktionen beschrieben sind. Bei
digitalen Regelungen hat man aber nicht die komplet-
ten Funktionen, sondern nur Folgen von abgetasteten
(diskreten) Funktionswerten zur Verfügung, also Ein-
und Ausgangsfolgen. Die Zeitvariable der Funktion
wird zum Index der Folge. Man betrachtet dann auch

keine Differenzial- sondern Differenzengleichungen,
bei denen die Ableitungen durch Differenzenquotien-
ten ersetzt sind.

Als erstes Beispiel dient ein System, das eine Verzöge-
rung bewirkt. Unter System verstehen wir eine tech-
nisch realisierbare Abbildung, die eine Eingangsfol-
ge (xk)

∞
k=0 auf eine Ausgangsfolge(yk)

∞
k=0 abbildet.

Im konkreten Beispiel seiy0 = 0 und yk = xk−1 für
k∈ N = {1,2,3, . . .}. Die Eingangsfolge wird also um
genau einen Index verschoben (verzögert). Dabei ist
yk = xk−1 bereits eine einfache Differenzengleichung,
obwohl noch keine

”
echten“ Differenzen zu sehen

sind.

• Einerseits lässt sich das Verhalten über die
Faltung der Eingangsfolge mit der Folge
(0,1,0,0, . . . ) beschreiben. Dabei ist dieFaltung

”
∗“ zweier Folgen definiert über

(ak)
∞
k=0∗ (bk)

∞
k=0 :=

(
k∑

n=0

ak−nbn

)∞

k=0

.

Also gilt:

(x0,x1,x2, . . . )∗ (0,1,0,0, . . . )

= (x0 ·0,x1 ·0+x0 ·1,x2 ·0+x1 ·1+x0 ·0, . . . )

= (0,x0,x1,x2, . . . ).

Die Folge (0,1,0,0, . . . ) tritt dabei als Antwort
des Systems auf den Impuls(1,0,0, . . . ) auf. Wir
werden mit Gleichung (12) auf Seite 12 sehen,
dass dies ein allgemeines Prinzip ist.
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• Anderseits überführt die im nächsten Abschnitt
definierte Z-Transformation Ein- und Ausgangs-
folgen, so dass die Transformierte der Ausgangs-
funktion das Produkt einer

”
Übertragungsfunkti-

on“ mit der Transformierten der Eingangsfunkti-
on ist. Im Beispiel lautet diëUbertragungsfunk-
tion G(z) = 1/z, siehe (10) auf Seite 11. Aus
der Faltung wird unter der Z-Transformation al-
so ein Produkt – das ist völlig analog zur Fourier-
und zur Laplace-Transformation. Werden mehre-
re Systeme miteinander kombiniert, kann deren
Übertragungsfunktion vergleichsweise leicht aus
den einzelnen̈Ubertragungsfunktionen berechnet
werden.

Ein geringfügig schwierigeres Beispiel ist durch die
Differenzengleichung

yk−0,999·yk−1 = xk−xk−1 für k∈ N (1)

mit xk = yk = 0 für k < 0 gegeben. Auf der rechten
Seite ist eine erste Differenz der Eingangsfolge zu se-
hen. Die Differenzengleichung beschreibt ein digita-
les Filter, das mit fortschreitender Zeit den Gleich-
anteil eines Signals weg filtert und z. B. als Vorstufe
bei der Spracherkennung verwendet wird. Wenn das
Signal eine Schwingung ist, dann ist der Gleichan-
teil der Offset, um den geschwungen wird, siehe Ab-
bildung 1. Nach Entfernung des Gleichanteils bleibt
eine Schwingung um Null übrig. Bei einer Darstel-
lung über eine Fourier-Reihe entspricht der Gleichan-
teil dem nullten Fourier-Koeffizienten. Lösungen er-
halten wir einerseits wieder über die Faltung mit der
Impulsantwort(1,−0,001,0,999· (−0,001),(0,999)2 ·
(−0,001), . . . ), die wir durch iteratives Ausrech-
nen der Vorschriftyk = xk − xk−1 + 0,999· yk−1 für
(xk)

∞
k=0 = (1,0,0, . . . ) erhalten, oder andererseits als

Z-Transformierte, indem wir die Z-Transformierte der
Eingangsfolge mit(z−1)/(z−0,999) multiplizieren,
siehe (11).

Im nächsten Abschnitt führen wir die Z-Transforma-
tion und ihre Umkehrtransformation über Potenzrei-
hen ein. Den Rechenregeln, zu denen die wichtige Re-
gel zur Verschiebung gehört, ist ebenfalls ein eige-
ner Abschnitt gewidmet. Als Anwendungsgebiet für
die Z-Transformation werden schließlich lineare zei-
tinvariante Abtastsysteme besprochen, hinter denen
sich nichts Anderes als die bereits in der Einleitung
beispielhaft behandelten Differenzengleichungen ver-
bergen. Die Abtastsysteme werden mitÜbertragungs-
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Abbildung 1: Oben: Abtastwerte von cos(x)+ 1, unten:
Das Filter (1) entfernt den Gleichanteil+1.

funktionen beschrieben. Danach ist ein eigener Ab-
schnitt der Stabilität von Abtastsystemen gewidmet.
Zum Abschluss wird kurz der Begriff Frequenzgang
als spezielle Sicht auf diëUbertragungsfunktion ein-
geordnet.

2 Definition der Z-Transformation
und ihrer Umkehrtransformation

Die Z-Transformation ist eine Transformation für Fol-
gen, die bei der Anwendung auf Differenzenglei-
chungen ähnliche Eigenschaften hat wie die Laplace-
Transformation für Differenzialgleichungen.

Die Laplace-Transformation ist für Funktionenf :
[0,∞[→ R definiert über

[L ( f )](z) :=
∫ ∞

0
f (t)e−zt dt

=

∫ ∞

0
f (t)exp(−t Re(z)) ·

·[cos(t Im(z))− j sin(t Im(z))]dt,

sofern das Integral existiert. Dabei schreiben wir we-
gen der Nähe zur Regelungstechnik die imaginäre Ein-
heit der komplexen ZahlenC mit j und nicht mit
i. Die vielleicht wichtigste Eigenschaft der Laplace-
Transformation ist das Verhalten hinsichtlich Ablei-
tungen:

[L ( f ′)](z) = z[L ( f )](z)− f (0).

Mit dieser Regel können lineare Differenzialgleichun-
gen in algebraische Gleichungen ohne Ableitungen
überführt und gelöst werden.

Die Z-Transformation, die in ihrer heutigen Form auf
[13] zurückgeht, ist eine entsprechende Transformati-
on für Folgen von Abtastwerten. Sie bildet eine Fol-
ge auf eine Funktion einer komplexen Variable ab und

2
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verhält sich hinsichtlich Differenzen ähnlich wie die
Laplace-Transformation hinsichtlich Ableitungen.

Ein naheliegender Ansatz, um aus einer Folge eine
Funktion zu generieren, ist, die Folge als Koeffizi-
enten einer Potenzreihe um den Entwicklungsmittel-
punkt Null aufzufassen (Laurent-Reihe). Zur Folge
(ak)

∞
k=0 diskutieren wir die Funktion

∑∞
k=0 akzk. Be-

trachten wir die um eine Position verschobene Folge
(0,a0,a1, . . . ), dann erhalten wir dazu die Transfor-
mierte

∞∑

k=1

ak−1zk = z
∞∑

k=1

ak−1zk−1 = z
∞∑

k=0

akz
k.

Bei der Transformation ergibt sich also tatsächlich ein
Vorfaktor, der aus der Variable besteht.

Die Menge der Werte fürz, für die die Potenzrei-
he konvergiert, ist durch den Konvergenzradiusρ be-
stimmt. Die Reihe ist (absolut) konvergent für|z| < ρ
und divergent für|z| > ρ . Man hätte allerdings ger-
ne, dass die Transformation insbesondere für|z| → ∞
sinnvoll ist, um ein zur Laplace-Transformation ana-
loges Verhalten zu haben. Daher setzt man 1/z in die
Potenzreihe ein und erhält die Z-Transformation. Eine
Verschiebung der Ausgangsfolge um eine Stelle führt
damit zu einem Faktor 1/z (siehe (3) auf Seite 6),
der auch das Rechnen mitÜbertragungsfunktionen er-
laubt, wie sie bei der Laplace-Transformation verwen-
det werden.

Die Z-Transformation lässt sich auch über die Dis-
kretisierung der Laplace-Transformation motivieren
(vgl. [3, S. 171]): Wenn wir nun nur Abtastwerte
zu

”
Zeitpunkten“ t = k∆t haben, dann können

wir das Integral [L ( f )](s) =
∫ ∞

0 f (t)exp(−st)dt
auch näherungsweise schreiben als Summe
∆t
∑∞

k=0 f (k∆t)[exp(s∆t)]−k. Ersetzen wir die
komplexe Zahl exp(s∆t) kurz durchz und wählen wir
∆t = 1, dann haben wir ebenfalls die Definition der
Z-Transformation für die Folge( f (0), f (1), f (2), . . . )
vor uns.

Die Laplace-Transformation funktioniert für auf end-
lichen Intervallen integrierbare Funktionenf : [0,∞[→
C von höchstens exponentiellem Wachstum, d. h.
| f (t)| ≤Cexp(s0t) für alle t ≥ 0 mit reellen Konstan-
ten M,s0 > 0. Entsprechend betrachtet man für die
Z-Transformation Folgen, die einer Wachstumsbedin-
gung genügen:

Definition 2.1 (Z-Transformation) Es sei eine Folge
reeller Zahlen(ak)

∞
k=0 gegeben, die derWachstums-

bedingung

|ak| ≤ Mαk = M exp(ln(α)k)

für von k unabḧangige Konstanten M undα >
0 gen̈ugt. Dieser Folge ordnet die (unilaterale)Z-
Transformation Z eine Funktion A(z) mit einer kom-
plexen Variable z zu, diëuber die Reihe

A(z) :=
∞∑

k=0

ak
1
zk

definiert ist, d. h. Z((ak)
∞
k=0)(z) = A(z). Der Defi-

nitionsbereich von A ist die Teilmenge vonC, auf
der die Reihe konvergiert. Die Funktion A heißt
die Z-Transformierte . Der Zusammenhang zwischen
(ak)

∞
k=1 und A(z) wird auch über die Notation

(ak)
∞
k=1

c sA(z) bzw. A(z) s c(ak)
∞
k=1 dargestellt.

Man spricht von der unilateralen Z-Transformation,
da die Summation bei 0 beginnt. Es gibt auch den
Begriff der bilateralen Z-Transformation, die für Fol-
gen(ak)

∞
k=−∞ über

∑∞
k=−∞ akz−k berechnet wird. Da-

mit entspricht sie einer diskreten Variante der Fourier-
Transformation.

Im Gegensatz zur diskreten Fourier-Transformation,
die Vektoren mit endlich vielen Komponenten auf
Vektoren mit endlich vielen Komponenten abbil-
det und z. B. mit dem FFT-Algorithmus zur schnel-
len Fourier-Transformation berechnet werden kann,
überführt die Z-Transformation Folgen (also abzählbar
unendlich viele Komponenten) in eine Funktion mit
einer komplexen Variable, also nicht in endlich oder
abzählbar viele Werte.

Wichtig für das weitere Vorgehen ist, dassA(1/z) eine
Potenzreihe mit Entwicklungsmittelpunkt 0 ist:

A

(
1
z

)

=

∞∑

k=0

akz
k.

Ihr Konvergenzradius kann mit der Wachstumsbedin-
gung abgeschätzt werden:

Lemma 2.1 (Definitionsbereich Z-Transformierte)

a) Unter den Voraussetzungen der Definition
2.1 umfasst der Definitionsbereich der Z-
Transformierten A(z) mindestens die Menge
{z∈ C : |z| > α}. Hier ist A beliebig oft komplex

3
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differenzierbar, d. h. holomorph (vgl. z. B. [7, S.
393]).

b) Hat man umgekehrt eine Reihe
∑∞

k=0akz−k, die
auf einer Menge{z∈ C : |z| > α} konvergiert,
dann gen̈ugt die Folge(ak)

∞
k=0 der Wachstumsbe-

dingung|ak| ≤ M(2α)k.

Vor dem Beweis erinnern wir an die geometrische
Summe und die geometrische Reihe

n∑

k=0

qk =
1−qn+1

1−q
,

∞∑

k=0

qk =
1

1−q
,

wobei Konvergenz für komplexe Zahlenq mit |q| < 1
vorliegt.

Beweis:

a) Die Potenzreihe
∑∞

k=0akzk ist wegen |akzk| ≤
M[α |z|]k für alle z mit |z| < 1/α konvergent, da
für diese Werte eine konvergente geometrische
Reihe als Majorante gegeben ist. Der Konver-
genzradius der Reihe ist alsoρ ≥ 1/α , und für
|z| < ρ ist die Grenzfunktion beliebig oft (kom-
plex) differenzierbar. Setzen wir nun die Funk-
tion 1/z in die Reihe ein, dann erhalten wir die
Aussage für|z| > α .

b) Die Potenzreihe
∑∞

k=0akzk konvergiert für|z| <
1/α . Insbesondere muss daherakzk für z =
1/(2α) eine Nullfolge und damit beschränkt sein:
|ak|/(2α)k ≤ M bzw. |ak| ≤ M(2α)k.

Genau dann, wenn eine Folge der Wachstumsbedin-
gung genügt, ist die Z-Transformierte für allez, deren
Betrag groß genug ist, erklärt. Ebenso ist dazu äqui-
valent, dass die entsprechende Potenzreihe einen Kon-
vergenzradius größer null hat.

Beispiel 2.1 (Beispiele für Z-Transformierte)

• Z((1,0,0, . . . )) = 1z0 = 1. Die Impulsfolge
(1,0,0, . . . ) entspricht der δ -Distribution bei
der Laplace-Transformation. Die Laplace-
Transformierte derδ -Distribution ist ebenfalls
die Einsfunktion. Ẅahrend dieδ -Distribution als
verallgemeinerte Funktion häufig zu Versẗand-
nisproblemen f̈uhrt, gibt es diese Schwierigkeiten
bei der Impulsfolge nicht. Das erste Folgen-
glied hat den wohldefinierten Wert1, während
man bei der δ -Distribution anschaulich vom
Funktionswert

”
δ (0) = ∞“ spricht.

• Zu ak = ak, a∈ R, erhalten wir die Darstellung
der Z-Transformierten̈uber den Grenzwert der
geometrischen Reihe für |z| > |a|:

A(z) =

∞∑

k=0

(
a
z

)k

=
1

1− a
z

=
z

z−a
.

• Als Spezialfall f̈ur a= 1 ist die Transformierte der
Folge(1)∞

k=1 die Funktion z/(z−1). Man beach-
te, dass die Laplace-Transformierte der Einsfunk-
tion 1/z lautet. Z- und Laplace-Transformation
führen also durchaus zu unterschiedlichen Ergeb-
nissen.

• Für a0 = 0 und ak = ak−1, k∈ N, ist

A(z) =
1
z

∞∑

k=1

(
a
z

)k−1

=
1
z

∞∑

k=0

(
a
z

)k

=
1
z

z
z−a

=
1

z−a
, (2)

wie zuvor f̈ur |z| > |a|. Dies ist zugleich die
Laplace-Transformierte der Funktionexp(at).

• Für ak = k ergibt sich die Transformierte

A(z) =

∞∑

k=1

kz−k = −z
∞∑

k=1

d
dz

z−k

= −z
d
dz

∞∑

k=1

z−k = −z
d
dz

[
1

1−z−1 −1

]

=
z

(1−z−1)2z2 =
z

(z−1)2 ,

da man bei Potenzreihen innerhalb des Konver-
genzradius (der hier eins ist) Summation und Ab-
leitung vertauschen darf.

Zum Vergleich liefert die Laplace-Transforma-
tion der Funktion f(t) = t die Transformierte
1/z2.

• Für ak = cos(ωk) = 1
2[exp( jωk) + exp(− jωk)]

erhalten wir die Z-Transformierte für |z| > 1 als
Grenzwert zweier geometrischer Reihen:

A(z) =
1
2

[ ∞∑

k=0

[
exp( jω)

z

]k

+
∞∑

k=0

[
exp(− jω)

z

]k
]

=
1
2

[

1

1− exp( jω)
z

+
1

1− exp(− jω)
z

]

=
1− 1

z cos(ω)

1− 2
z cos(ω)+ 1

z2

=
z2−zcos(ω)

z2−2zcos(ω)+1
.

4
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• Analog erḧalt man die Transformierte für Ab-
tastwerte der Sinus-Funktion. Sei dazu jetzt ak =
sin(ωk) = j

2[exp(− jωk)−exp( jωk)]:

A(z) =
j
2

[ ∞∑

k=0

[
exp(− jω)

z

]k

−

∞∑

k=0

[
exp( jω)

z

]k
]

=
j
2

[

1

1− exp(− jω)
z

−
1

1− exp( jω)
z

]

=
1
z sin(ω)

1− 2
z cos(ω)+ 1

z2

=
zsin(ω)

z2−2zcos(ω)+1
.

• Wählt manω = π, so ergibt sich aus der Trans-
formierten f̈ur ak = cos(ωk):

Z((1,−1,1,−1,1, . . . )) =
z2 +z

z2 +2z+1
=

z
z+1

.

• Für ω = π
2 ergibt sich analog:

Z((1,0,−1,0,1,0,−1, . . . )) =
z2

z2 +1
.

Die Ergebnisse dieses Beispiels sind in Tabelle 1 zu-
sammengefasst.

Aus der Z-Transformierten kann man die Folge rekon-
struieren, indem man für jedes Folgenglied ein kom-
plexes Kurvenintegral ausrechnet. Da dieser Zusam-
menhang in vielen Elektrotechnik-Büchern angegeben
wird, möchten wir ihn auch hier nicht unerwähnt las-
sen und sogar beweisen. Allerdings führt man die Um-
kehrtransformation in der Praxis ähnlich wie bei der
Laplace-Transformation mittels Tabellen unter Aus-
nutzung von Rechenregeln durch. Diese behandeln wir
im Anschluss.

Die Idee ist, die Eigenschaften der Potenzreihef (z) :=
A(1/z) =

∑∞
k=0akzk auszunutzen. Diese Reihe hat

einen Konvergenzradius, der mindestens 1/α beträgt.
Da man innerhalb des Konvergenzradius gliedweise
differenzieren darf, istf (n)(0) = n! ·an. Das ergibt sich
auch aus dem Zusammenhang zwischen Potenz- und
Taylor-Reihen. Damit können wir bereits die Folgen-
glieder auch ohne komplexe Integralrechnung über die
Ableitungen vonA(1/z) an der Stelle 0 rekonstruie-
ren.

Beispiel 2.2 (Fortlaufendes Differenzieren)
Zu A(z) = 1/(z−a) (siehe Beispiel 2.1) berechnen wir

die Folgenglieder̈uber die Ableitungen der Funktion

f (z) =
1

1
z −a

=
z

1−az

an der Stelle0:

a0 =
1
0!

f (0) = 0,

a1 =
1
1!

1−az+az
(1−az)2

∣
∣
∣
∣
z=0

= 1 = a0,

a2 =
1
2!

2a(1−az)
(1−az)4

∣
∣
∣
∣
z=0

= a = a1,

a3 =
−2a2(1−az)4−2a(1−az)4(1−az)3(−a)

3!(1−az)8

∣
∣
∣
∣
z=0

= a2, . . .

Jetzt kommt der Cauchy-Integralsatz aus der Funk-
tionentheorie zum Einsatz (siehe [7, S. 596]). Danach
erhält man dien-te Ableitung von f an der Stelle 0
auch, wenn man das folgende Kurvenintegral berech-
net, bei demK eine geschlossene Jordan-Kurve um
0 ist, die vollständig innerhalb des Konvergenzradius
liegt (innerhalb dessenf holomorph ist) und genau
einmal im mathematisch positiven Sinn durchlaufen
wird:

f (n)(0) =
n!

2π j

∫

K

f (z)
(z−0)n+1 dz.

Das gilt beispielsweise für die konkrete Kur-
ve K1 mit der komplexen Parameterdarstellung
(exp( jt )/(2α), [0,2π]). Die komplexen Zahlen
exp( jt )/(2α) liegen auf einem Kreis mit Radius
1/(2α) um den Nullpunkt. Wenn der Parametert das
Intervall [0,2π] durchläuft, dann wird dieser Kreis im
mathematisch positiven Sinn (Gegenuhrzeigersinn)
durchlaufen. In der folgenden Rechnung benötigen
wir außerdem die KurveK2, die einen Kreis mit
Radius 2α um den Nullpunkt beschreibt und im
mathematisch negativen Sinn durchlaufen wird. Ihre
Parameterdarstellung lautet(exp(− jt )2α , [0,2π]).

an =
f (n)(0)

n!
=

1
2π j

∫

K1

f (z)
zn+1 dz

=
1

2π j

∫ 2π

0

f
(

exp( jt )
2α

)

(
exp( jt )

2α

)n+1 · j
exp( jt )

2α
dt

=
1

2π j

∫ 2π

0

f
(

1
exp(− jt )2α

)

(
1

exp(− jt )2α

)n+1 · j
exp(− jt )2α

(exp(− jt )2α)2 dt

5
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=
1

2π j

∫

K2

f
(1

z

)

(
1
z

)n+1 ·
−1
z2 dz

= −
1

2π j

∫

K2

A(z)zn−1 dz.

In der zweiten Zeile der Rechnung haben wir das Kur-
venintegral über die Parametrisierung der Kurve ange-
geben. Diese wird für die Variablez eingesetzt, und
der Term wird mit der Ableitung der Parametrisierung
multipliziert.

Die Rechnung ist unabhängig von der Wahl der Kur-
ven K1 und K2, solange sie jeweils in den Gebieten
liegen, in denenf bzw. A holomorph ist. Ersetzt man
in diesem SinneK2 durch eine Jordan-Kurve, die im
mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird, erhält
man die Umkehrformel der Z-Transformation:

Lemma 2.2 (Z-Umkehrtransformation)
Die Folge (ak)

∞
k=0 möge der Wachstumsbedingung

|ak| ≤ Mαk gen̈ugen, und A(z) sei die zugeḧorige Z-
Transformierte. Weiter sei K eine positiv durchlaufe-
ne Jordan Kurve um den Nullpunkt, die vollständig im
Gebiet{z∈ C : |z| > α} liegt. Dann lassen sich die
Folgenglieder so aus A(z) berechnen:

an =
1

2π j

∫

K
A(z)zn−1 dz.

Die Z-Transformation für Folgen, die der Wachstums-
bedingung genügen, ist damit eine injektive Abbil-
dung, verschiedene Folgen haben auch verschiedene
Z-Transformierte.

Beispiel 2.3 (Umkehrtransformation) Wir transfor-
mieren A(z) = 1/z zur̈uck (z6= 0). Dazu verwenden wir
die Kurveexp( jt ), t ∈ [0,2π]:

a0 =
1

2π j

∫

K

1
z

1
z

dz=
1

2π j

∫ 2π

0

j exp( jt )
exp( jt )2 dt

=
1

2π

∫ 2π

0
exp(− jt )dt

=
1

2π

∫ 2π

0
cos(t)− j sin(t)dt = 0,

a1 =
1

2π j

∫

K

1
z

dz=
1

2π j

∫ 2π

0

j exp( jt )
exp( jt )

dt

=
1

2π

∫ 2π

0
1dt = 1.

Für k≥ 2 ergibt sich entsprechend

ak =
1

2π j

∫

K

1
z

zk−1 dz

=
1

2π j

∫ 2π

0
j exp( jt )exp( j(k−2)t)dt

=
1

2π

∫ 2π

0
cos((k−1)t)+ j sin((k−1)t)dt = 0.

Tats̈achlich ist 1/z die Transformierte der Folge
(0,1,0,0, . . . ). Das ergibt sich auch aus der Transfor-
mierten zu(1,0,0, . . . ) und der Regel (3) zur Verschie-
bung, die wir im n̈achsten Abschnitt behandeln.

3 Rechenregeln

Wir sehen uns nun die Eigenschaften der Z-Trans-
formation an: Seien dazu(ak)

∞
k=0 und(bk)

∞
k=0 Folgen,

die jeweils der Wachstumsbedingung genügen und die
die Z-TransformiertenA(z) undB(z) besitzen.

• Linearit ät: Für c,d ∈ R gilt auf dem gemeinsa-
men Definitionsbereich der Transformierten:

Z((cak +dbk)
∞
k=0)(z) = cA(z)+dB(z).

Die Linearität folgt sofort aus den Rechenregeln
für konvergente Reihen.

• Verschiebung: Sein∈ N:

Z((an,an+1,an+2, . . . )) = Z((ak)
∞
k=n)(z)

= zn

[

A(z)−
n−1∑

k=0

ak
1
zk

]

,

Z((0, . . . ,0
︸ ︷︷ ︸

n

,a0,a1, . . . )) =
∞∑

k=0

ak
1

zk+n
= z−nA(z).

(3)
Wie bereits eingangs erwähnt, hat diese Glei-
chung für die Z-Transformation die gleiche Be-
deutung wie die Ableitungsregel für die Laplace-
Transformation. Mit ihrer Hilfe werden durch
die Z-Transformation Differenzengleichungen so
vereinfacht, dass man im transformierten Zu-
stand ihr Ergebnis durch Multiplikation mit einer
Übertragungsfunktion erhält. Das sehen wir uns
weiter unten an.

• Differenzensatz: Für Differenzen∆1ak := ak+1−
ak gilt:

Z((ak+1−ak)
∞
k=0)

= z1

[

A(z)−
0∑

k=0

ak
1
zk

]

−A(z)

6



Goebbels: Mathematik der Z-Transformation Technischer Bericht 2014-02

Tabelle 1:Einige Z-Transformierte (siehe Beispiele 2.1, 2.3, 3.1, 3.2, 3.3;a,ω ∈ R)

Folge c s Z-Transformierte Konvergenzbereich

(ak)
∞
k=0 A(z) =

∞∑

k=0

ak
1
zk |z| > α

(1,0,0, . . . ) 1 z∈ C

(0,1,0,0, . . . )
1
z

z 6= 0

(0,0,1,0, . . . )
1
z2 z 6= 0

(1,1,1, . . . )
z

z−1
|z| > 1

(1,1, . . . ,1
︸ ︷︷ ︸

n+1

,0,0, . . . )
zn+1−1
zn+1−zn

z 6= 0

ak = ak z
z−a

|z| > |a|

a0 = 0,ak = ak−1 für k≥ 1
1

z−a
|z| > |a|

ak = k
z

(z−1)2 |z| > 1

ak = k2 z(z+1)

(z−1)3 |z| > 1

ak =







0 für k < m

ak−m
(

k
m

)

für k ≥ m

z
(z−a)m+1 |z| > |a|

ak =







0 für k < m+1

ak−1−m
(

k−1
m

)

für k ≥ m+1

1
(z−a)m+1 |z| > |a|

sin(ωk)
zsin(ω)

z2−2zcos(ω)+1
|z| > 1

cos(ωk)
z2−zcos(ω)

z2−2zcos(ω)+1
|z| > 1

(1,−1,1,−1,1, . . . )
z

z+1
|z| > 1

(1,0,−1,0,1,0,−1, . . . )
z2

z2 +1
|z| > 1

= (z−1)A(z)−za0. (4)

Entsprechend gilt für zweite Differenzen∆2ak :=
∆1∆1ak = (ak+2 − ak+1)− (ak+1 − ak) = ak+2 −
2ak+1 +ak:

Z((∆2ak)
∞
k=0)

= (z−1)[(z−1)A(z)−za0]−z[a1−a0]

= (z−1)2A(z)−z2a0 +2za0−za1.

• Dämpfung: Seic > 0, dann gilt fürcz im Defini-
tionsbereich vonA:

Z((c−kak)
∞
k=n)(z) =

∞∑

k=0

ak
1

(cz)k = A(cz).

• Ableitung der Transformierten : Die Transfor-
mierte ist eine Verkettung einer Potenzreihe mit
1/z. Anwendung der Kettenregel zusammen mit

7
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der erlaubten gliedweisen Differenziation der Po-
tenzreihe ergibt:

A′(z) =

∞∑

k=1

akk

(
1
z

)k−1 −1
z2 = −

1
z

∞∑

k=1

akk
1
zk

= −
1
z
Z((kak)

∞
k=0),

also
Z((kak)

∞
k=0) = −zA′(z).

• Summensatz:

Z

((
k∑

n=0

ak

)∞

k=0

)

=

∞∑

k=0

k∑

n=0

anz−k

= A(z)+
∞∑

k=1

k−1∑

n=0

anz−k

= A(z)+z−1
∞∑

k=0

k∑

n=0

anz−k.

Damit erhalten wir durch Subtraktion des rechten
Terms von beiden Seiten:

(1−z−1)

∞∑

k=0

k∑

n=0

anz−k = A(z),

so dass

Z

((
k∑

n=0

ak

)∞

k=0

)

=
A(z)

1−z−1 =
zA(z)
z−1

.

• Anfangswertsatz:

lim
x→∞

A(x) = lim
x→0

∞∑

k=0

akx
k = a0,

da die Potenzreihe insbesondere stetig inx= 0 ist
und hier den Werta0 annimmt.

Mit der Formel über die Verschiebung lassen sich
so auch beliebige andere Folgenglieder berech-
nen:

an = lim
x→∞

xn

[

A(x)−
n−1∑

k=0

ak
1
xk

]

.

• Endwertsatz: Hier müssen wir voraussetzen,
dass limn→∞ an als reelle Zahl existiert. Da die

Folge konvergent ist, ist sie insbesondere be-
schränkt:|an| ≤M = Mαk für α = 1. Damit exis-
tiert A(z) für |z| > 1. Die Aussage des Endwert-
satzes ist nun

lim
n→∞

an = lim
x→1+

(x−1)A(x).

Den Endwertsatz der Laplace-Transformation
kann man über die Transformationsregel für Ab-
leitungen motivieren. Daher ist es nun nahelie-
gend, den Endwertsatz für die Z-Transformation
mit dem Differenzensatz zu beweisen:

lim
x→1+

Z((ak+1−ak)
∞
k=0)(x)

(4)
= lim

x→1+
(x−1)A(x)−xa0

= −a0 + lim
x→1+

(x−1)A(x). (5)

Andererseits gilt:

lim
x→1+

Z((ak+1−ak)
∞
k=0)(x)

= lim
x→1+

lim
n→∞

n∑

k=0

[ak+1−ak]x
−k

= lim
n→∞

n∑

k=0

lim
x→1+

[ak+1−ak]x
−k

= lim
n→∞

n∑

k=0

[ak+1−ak] =
[

lim
n→∞

an+1

]

−a0

= −a0 + lim
n→∞

an. (6)

Dabei haben wir im vorletzten Schritt die Tele-
skopsumme ausgerechnet. Der eigentliche Trick
besteht aber im Vertauschen der Grenzwerte.
Dies ist erlaubt, wenn die Grenzfunktion der
Reihe einseitig stetig an der Stelle 1 ist. Der
Abel’sche Grenzwertsatz stellt genau das un-
ter der erfüllten Voraussetzung sicher, dass die
Zahlenreihe

∑∞
k=0[ak+1−ak] = −a0+ limn→∞ an

konvergiert. Die Vertauschung der Grenzwerte ist
also erlaubt.

Setzen wir (5) und (6) zusammen, so erhalten wir

−a0 + lim
n→∞

an = −a0 + lim
x→1+

(x−1)A(x)

und durch Addition vona0 auf beide Seiten die
Aussage des Endwertsatzes.

8
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Beispiel 3.1 (Transformation durch Verschiebung)
Wir transformieren ein diskretes Rechtecksignal
(ak)

∞
k=1 mit

ak =







1 für k = 0, . . . ,n

0 für k > n.

Mit Z((1,0,0, . . . )) = 1 und (3) erhalten wir f̈ur z 6=
0: Z((0,1,0, . . . )) = z−1 · 1, Z((0,0,1,0, . . . )) = z−2,
usw.:

A(z) = 1+
1
z

+
1
z2 +

1
z3 + · · ·+

1
zn

=
1− 1

zn+1

1− 1
z

=
zn+1−1
zn+1−zn .

Wie bei der Laplace-Transformation gilt ein Faltungs-
satz. DieFaltung

”
∗“ zweier Folgen ist, wie in der

Einleitung angegeben, passend zum Cauchy-Produkt
von Reihen definiert über

(ak)
∞
k=0 ∗ (bk)

∞
k=0 :=

(
k∑

n=0

ak−nbn

)∞

k=0

.

Die Faltung ist kommutativ, und erfüllen die zu falten-
den Folgen die Wachstumsbedingungen|ak| ≤ M1αk

1
und |bk| ≤ M2αk

2, dann genügt auch die resultie-
rende Folge einer Wachstumsbedingung (fürα :=
max{α1,α2}):
∣
∣
∣
∣
∣

k∑

n=0

ak−nbn

∣
∣
∣
∣
∣

≤

k∑

n=0

M1αk−n
1 M2αn

2

≤ (k+1)M1M2αk ≤ 2kM1M2αk

= M1M2(2α)k.

Als direkte Konsequenz des Cauchy-Produkts von Po-
tenzreihen gilt derFaltungssatz:

Z((ak)
∞
k=0 ∗ (bk)

∞
k=0) (z) = A(z) ·B(z).

Multiplizieren wir also zwei Z-Transformierte, so er-
halten wir ebenfalls wieder eine Z-Transformierte.
Das neutrale Element der Faltung ist die Impulsfolge
(1,0,0, . . . ) mit der Transformierten 1.̈Uber den Fal-
tungssatz sieht man das sofort.

Mit den Rechenregeln und einigen bekannten Z-
Transformierten lässt sich die Umkehrfunktion leich-
ter als mit einem komplexen Kurvenintegral oder
durch fortgesetztes Ableiten berechnen.

Beispiel 3.2 (Transformation mittels Faltung) Wir
zeigen in diesem Beispiel, dass für m∈ N0 die Folge

ak =







0 für k < m

ak−m
(k

m

)
für k≥ m

die Transformierte z/(z− a)m+1 besitzt (|z| > |a|).
Dazu f̈uhren wir eine vollsẗandige Induktion nach m
durch. F̈ur m = 0 (Induktionsanfang) haben wir die
Transformierte bereits in Beispiel 2.1 berechnet. Wir
nehmen also an, dass die Aussage für ein (beliebiges,
festes) m∈ N0 gilt und m̈ussen sie jetzt nur noch für
m+1 zeigen: Da

z
(z−a)m+2 =

z
(z−a)m+1 ·

1
(z−a)

,

ist, ergibt sich die zugeḧorige Folge als Faltung der
über die Induktionsannahme gegebenen Folge und,
siehe (2), der Folge(0,a0,a1,a2, . . . ) zu ak = 0 für
k < m+1 und f̈ur k≥ m+1 zu

ak =

k−1∑

n=m

an−m
(

n
m

)

ak−n−1

= ak−(m+1)
k−1∑

n=m

(
n
m

)

= ak−(m+1)

(
k

m+1

)

.

Wir müssen noch für die letzte Gleichung nachrech-
nen, dass f̈ur k≥ m+1 gilt:

k−1∑

n=m

(
n
m

)

=

(
k

m+1

)

.

Induktionsanfang: F̈ur k = m+1 ist
(m

m

)
=
(m+1

m+1

)
.

Induktionsannahme: Die Aussage gelte für ein (belie-
biges, festes) k≥ m+1.
Induktionsschluss:

k∑

n=m

(
n
m

)

=

(
k
m

)

+

k−1∑

n=m

(
n
m

)

=

(
k
m

)

+

(
k

m+1

)

=

(
k+1
m+1

)

.

Dabei haben wir die Induktionsannahme und das Bil-
dungsgesetz des Pascal’schen Dreiecks ausgenutzt.

Die gängigste Methode zur Berechnung der Z-Um-
kehrtransformation besteht darin, die Tabelle 1 von
rechts nach links zu lesen und kompliziertere Trans-
formierte mit den Rechenregeln in Transformierte zu

9
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zerlegen, die sich in der Tabelle finden. Das folgende
Beispiel beschäftigt sich mit dem Fall der Rücktrans-
formation einer gebrochen-rationalen Funktion.

Beispiel 3.3 (Gebrochen-rationale Funktion)
Eine gebrochen-rationale Funktion, deren Zähler
einen kleineren Grad als der Nenner hat, lässt sich
über eine Partialbruchzerlegung darstellen. Die Sum-
manden der Partialbruchzerlegung lassen sich leicht
zurücktransformieren, beispielsweise gilt:

Z−1
(

1
z−a

)
(2)
= (0,1,a,a2,a3, . . . ),

und f̈ur m≥ 1 ist

Z−1
(

1
(z−a)m+1

)

= Z−1
(

1
z
·

z
(z−a)m+1

)

= Z−1
(

1
z

)

∗Z−1
(

z
(z−a)m+1

)

= (0,1,0,0, . . . )∗ (ak)
∞
k=0

mit der Folge(ak)
∞
k=0 aus Beispiel 3.2. Daraus ergibt

sich

Z−1
(

1
(z−a)m+1

)

=







0 für k < m+1

ak−1−m
(k−1

m

)
für k≥ m+1.

Damit erhalten wir beispielsweise

Z−1
(

2
z−1

+
3

(z−1)2

)

= 2· (0,1,1,1, . . . )+3· (0,0,1,2,3, . . . )

= (0,2,5,8,11, . . . ).

Ist a eine komplexe Nullstelle des Nenners, so kann
man ebenfalls mit den zuvor angegebenen Formeln die
Rücktransformation durchführen und dann gegebenen-
falls die komplexen Folgen zu einer reellen zusammen-
fassen.

4 Lineare zeitinvariante Abtastsyste-
me

Ein lineares zeitinvariante Abtastsystemüberführt
eine Eingangsfolge(xk)

∞
k=0 in eine Ausgangsfolge

(yk)
∞
k=0 als Lösung einer Differenzengleichung

yk +an−1yk−1 + · · ·+a0yk−n

= bnxk +bn−1xk−1 + · · ·+b0xk−n, (7)

wobeixk = yk := 0 für k < 0 ist.

Die Bezeichnung Abtastsystem rührt daher, dass li-
neare zeitinvariante Systeme für kontinuierliche Si-
gnale über lineare Differenzialgleichungen beschrie-
ben werden. Ersetzt man die Ableitungen durch Dif-
ferenzenquotienten, so erhält man eine Differenzen-
gleichung für diskrete, abgetastete Werte der Signale.
Tatsächlich sieht man in (7) keine Differenzen. Wenn
man aber Ableitungen durch Differenzen annähert,
dann bekommt man Linearkombinationen von Abtast-
werten, wie sie auf beiden Seiten der Gleichung mit
den allgemeinen Koeffizienten angegeben sind.

Man beachte, dass die Differenzengleichung (7) für
jede Ausgangsfolge(xk)

∞
k=0 eine eindeutige Lösung

hat, die sukzessive beginnend mity0 berechnet werden
kann (n≥ 2):

y0 = bnx0,

y1 = −an−1y0 +bnx1 +bn−1x0,

y2 = −an−1y1−an−2y0 +bnx2 +bn−1x1 +bn−2x0, . . .

Über die eindeutige Lösung der Differenzengleichung
wird eine lineare AbbildungL definiert, die einer Ein-
gangsfolge die Ausgangsfolge zuordnet:L((xk)

∞
k=0) =

(yk)
∞
k=0. Die Abbildung ist auf dem Vektorraum der

(reellen) Folgen definiert, und sie bildet in den glei-
chen Vektorraum ab. Tatsächlich istL einelineare Ab-
bildung, da jede Linearkombination von Folgen auf
die Linearkombination ihrer Bilder abgebildet wird.
Das passt zur Bezeichnunglineare zeitinvariante Ab-
tastsysteme. Das Attributzeitinvariant rührt daher,
dass eine (

”
zeitlich“ nach rechts) verschobene Ein-

gangsfolge zu einer entsprechend verschobenen Aus-
gangsfolge führt.

Im Folgenden werden wir die Z-Transformation im
Umgang mit linearen zeitinvarianten Abtastsystemen
genau so einsetzen, wie die Laplace-Transformation
für lineare zeitinvariante Systeme verwendet wird. Da-
zu bezeichnen wir mitX(z) die Transformierte der
Eingangsfolge(xk)

∞
k=0 und mitY(z) die Transformier-

te der zugehörigen Ausgangsfolge(yk)
∞
k=0.

Die zugehörigeZ-Übertragungsfunktion G(z) ist
für ein beliebiges Paar von Ein- und Ausgangsfol-
gen(xk)

∞
k=0 und(yk)

∞
k=0, die der Wachstumsbedingung

genügen und damit Z-Transformierte haben, definiert

10
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als Quotient

G(z) :=
Y(z)
X(z)

. (8)

Zunächst ist nicht klar, dass die Definition unabhängig
von der Wahl der Folgen ist. Aber mittels Linea-
rität und der Verschiebe-Regel (3), die die Funktion
der Ableitungsregel der Laplace-Transformation wi-
derspiegelt, liefert die Transformation der linken Seite
der Gleichung (7):

Z((yk +an−1yk−1 + · · ·+a0yk−n)
∞
k=0)

= Y(z)+an−1z−1Y(z)+ · · ·+a0yk−nz−nY(z)

= Y(z)
1
zn [zn +an−1zn−1 + · · ·+a0].

Entsprechend wird die rechte Seite zuX(z) 1
zn [bnzn +

bn−1zn−1 + · · ·+b0]. Damit ist

Y(z)
1
zn [zn +an−1zn−1 + · · ·+a0]

= X(z)
1
zn [bnzn +bn−1zn−1 + · · ·+b0],

und wir erhalten für die Z-̈Ubertragungsfunktion die
Darstellung

G(z) =
Y(z)
X(z)

=
bnzn +bn−1zn−1 + · · ·+b0

zn +an−1zn−1 +an−2zn−2 + · · ·+a0
(9)

=
bn +bn−1z−1 + · · ·+b0z−n

1+an−1z−1 +an−2z−2 + · · ·+a0z−n .

Insbesondere istG(z) also tatsächlich unabhängig von
der konkreten Wahl der Eingangs- und zugehörigen
Ausgangsfolge. Damit ist (8) wohldefiniert.

Damit wir im Zähler und Nenner den gleichen Vorfak-
tor 1/zn sehen, haben wir auf beiden Seiten der Dif-
ferenzengleichung formal die gleiche Anzahln von
Summanden hingeschrieben. Tatsächlich dürfen aber
Koeffizientenbk zu null gewählt werden, der Grad des
Nennerpolynoms kann also größer als der Grad des
Zählerpolynoms sein.

Die Übertragungsfunktion des ersten Beispiels der
Einleitung, bei dem eine Eingangsfolge um eine Stelle
verschoben wird, um die Ausgangsfolge zu erhalten,
ist (siehe Tabelle 1)

Z((0,1,0,0, . . . ))

Z(1,0,0, . . . )
=

1
z

1
=

1
z

(10)

DieseÜbertragungsfunktion lässt sich auch direkt an
der Differenzengleichung

yk +a1−1
︸︷︷︸

=0

= b1
︸︷︷︸

=0

xk +b1−1
︸︷︷︸

=1

xk−1

ablesen:G(z) = 0z1+1z0

z1+0z0 = 1
z. Das gilt auch für das

zweite Beispiel (1), bei dem die Differenzengleichung

yk + a1−1
︸︷︷︸

=−0,999

yk−1 = b1
︸︷︷︸

=1

xk +b1−1
︸︷︷︸

=−1

xk−1

gegeben ist, so dass

G(z) =
1·z1−1

1·z1−0,999
=

z−1
z−0,999

. (11)

Mit der Übertragungsfunktion können wir nun zu ei-
ner Eingangsfolge(xk)

∞
k=0 sofort die Ausgangsfolge

(yk)
∞
k=0 berechnen: Wir transformieren die Eingangs-

folge zu X(z), multiplizieren die Transformierte mit
G(z) und erhalten die TransformierteY(z) der Aus-
gangsfolge:

Y(z) =
Y(z)
X(z)

·X(z) = G(z) ·X(z).

Die Ausgangsfolge ergibt sich nun durch Rücktrans-
formation vonY(z). Unter der Z-Transformation wird
das Lösen einer Differenzengleichung zur Multipli-
kation mit einerÜbertragungsfunktion – und das ist
einfacher, als die Gleichung iterativ zu lösen. Ent-
sprechend wird unter der Laplace-Transformation das
Lösen einer linearen Differenzialgleichung zum Lösen
einer algebraischen Gleichung.

Eine kleine Lücke müssen wir aber noch schließen:
Das Vorgehen gelingt nur, wenn zu einer Eingangs-
folge, die der Wachstumsbedingung genügt und da-
mit Z-transformierbar ist, auch die Ausgangsfolge der
Wachstumsbedingung genügt. Das sehen wir aber z. B.
so:

G

(
1
z

)

=
bn +bn−1z+bn−2z2 + · · ·+b0zn

1+an−1z+an−2z2 + · · ·+a0zn

lässt sich als Potenzreihe um Null mit einem Kon-
vergenzradius größer null entwickeln. Denn wegen
der Normierung des ersten Nennerkoeffizienten zu
eins ist null keine Nullstelle des Nenners und da-
mit kein Pol. Nach Lemma 2.1 b) lässt sichG(z)
als Z-Transformierte einer Folge auffassen, die der
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Wachstumsbedingung genügt. Ebenso ist das Pro-
dukt von G(z) mit der TransformiertenX(z) einer
Eingangsfolge(xk)

∞
k=0, die der Wachstumsbedingung

genügt, nach dem Faltungssatz die Z-Transformierte
einer Folge(yk)

∞
k=0, die auch der Wachstumsbedin-

gung genügt. Diese Folge erfüllt die Z-transformierte
Differenzengleichung und damit nach Anwendung der
Z-Umkehrtransformation auch die eindeutig lösbare
Differenzengleichung. Die Lücke ist damit geschlos-
sen und wir haben bewiesen:

Lemma 4.1 (Lineare zeitinvariante Abtastsysteme)

Zu einer Eingangsfolge(xk)
∞
k=0, die der Wachstums-

bedingung gen̈ugt, ist auch dieüber (7) eindeutig
bestimmte Ausgangsfolge(yk)

∞
k=0 Z-transformierbar,

d. h., auch sie gen̈ugt einer Wachstumsbedingung. Für
die Z-Transformierten gilt (auf einem gemeinsamen
Definitionsbereich) Y(z) = G(z)X(z), wobei G(z) die
Übertragungsfunktion mit der Darstellung (10) ist.

Wie bei der Laplace-Transformation lässt sich die
Übertragungsfunktion aus einerImpulsantwort ge-
winnen. Betrachten wir als Eingangsfolge den Impuls
(1,0,0, . . . ) mit der Z-TransformiertenX(z) = 1, siehe
Beispiel 2.1. Ist(gk)

∞
k=0 die zugehörige Ausgangsfolge

(Impulsantwort), dann gilt:

Z((gk)
∞
k=0) = G(z)X(z) = G(z). (12)

Die Z-ÜbertragungsfunktionG(z) ist also die Z-
Transformierte der Impulsantwort. Mit dem Faltungs-
satz können wir das Verhalten des Abtastsystems als
Faltung der Eingangsfolge mit der Impulsantwort be-
schreiben:

(xk)
∞
k=0 ∗ (gk)

∞
k=0 = (yk)

∞
k=0,

da Z-Transformation beider SeitenX(z) ·G(z) = Y(z)
liefert.

Genau wie bei der Laplace-Transformation berech-
net sich dieÜbertragungsfunktion leicht aus den ein-
zelnenÜbertragungsfunktionen, wenn lineare zeitin-
variante Abtastsysteme miteinander kombiniert wer-
den. Es gelten exakt die gleichen Regeln wie bei der
Laplace-Transformation. Diese sind in Abbildung 2
dargestellt:

• Schaltet man mehrere Abtastsysteme hinterein-
ander, indem die Ausgangsfolge des ersten zur
Eingangsfolge des zweiten, die Ausgangsfolge
des zweiten zur Eingangsfolge des dritten usw.

Abbildung 2: Blockschaltbilder: Reihenschaltung, Par-
allelschaltung und Rückkopplung jeweils mit Ersatz-
schaltbild

wird, dann entsteht insgesamt ein neues linea-
res zeitinvariantes Abtastsystem, dessenÜbertra-
gungsfunktion das Produkt der einzelnenÜber-
tragungsfunktionenG1, . . . ,Gn ist:

Y1(z) = G1(z)X(z), Y2(z) = G2(z)Y1(z),

Y3(z) = G3(z)Y2(z), . . . =⇒

Y(z) = Gn(z)Yn−1(z) = Gn(z)Gn−1Yn−2(z)

= . . . =

(
n∏

k=1

Gk(z)

)

X(z).

• Schaltet man zwei Abtastsysteme mitÜbertra-
gungsfunktionenG1 und G2 parallel, so gilt für
die Z-TransformierteY(s) der Ausgangsfolge
(yk)

∞
k=0:

Y(z) = G1(z)X(z)+G2(z)X(z)

= [G1(z)+G2(z)]X(z).

Entsprechend ergibt sich die neueÜbertragungs-
funktion bei einer Parallelschaltung vonn Abtast-
systemen als die Summe der einzelnen.

• Bei einer Rückkopplung (siehe drittes Block-
schaltbild in Abbildung 2) ohne zeitlichen Ver-
zug wird von der Eingangsfolge(xk)

∞
k=0 die aus

12
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der Rückkopplung entstehende Folge((yR)k)
∞
k=0

abgezogen. Z-transformiert wird daraus

Y(z) = G1(s)[X(z)−YR(z)]

= G1(z)[X(z)−G2(z)Y(z)]

⇐⇒ [1+G1(z)G2(z)]Y(z) = G1(z)X(z).

Damit lautet die gesamtëUbertragungsfunktion

G(z) =
Y(z)
X(z)

=
G1(z)

1+G1(z)G2(z)
.

Ausgangssignale zu miteinander verknüpften linearen
zeitinvarianten Abtastsystemen können somit berech-
net werden, indem

• eine gemeinsamëUbertragungsfunktion aus den
einzelnen berechnet wird,

• das Eingangssignal Z-transformiert wird,

• das transformierte Eingangssignal mit der ge-
meinsamenÜbertragungsfunktion multipliziert
wird,

• das Ergebnis mit der Z-Umkehrtransformation
zurück in eine Folge gewandelt wird.

5 Stabilität

In der Regelungstechnik sind lineare zeitinvariante
Abtastsysteme von besonderer Bedeutung, die stabil
sind (vgl. z. B. [6, Kap. 16] und die ausführliche Dar-
stellung in [10]).

Definition 5.1 (Stabilität) Ein lineares zeitinvarian-
tes Abtastsystem heißtstabil genau dann, wenn zu je-
der beschr̈ankten Eingangsfolge(xk)

∞
k=0 auch die zu-

geḧorige Ausgangsfolge(yk)
∞
k=0 als Lösung von (7)

beschr̈ankt ist.

Dieser Stabilitätsbegriff wird auch BIBO-Stabilität ge-
nannt (

”
bounded input – bounded output“). Wir geben

eine äquivalente Formulierung dieses Begriffs an:

Satz 5.1 (Stabiliẗat und Stetigkeit) Ein lineares zei-
tinvariantes Abtastsystem ist genau dann stabil, wenn
es eine von den Eingangsfolgen unabhängige Kon-
stante C gibt, so dass für jedes Paar aus einer be-

schr̈ankten Eingangsfolge(xk)
∞
k=0 und der zugeḧori-

gen Ausgangsfolge(yk)
∞
k=0 als Lösung von (7) gilt:

‖(yk)
∞
k=0‖∞ := sup

k∈N0

|yk| ≤C‖(xk)
∞
k=0‖∞ := C sup

k∈N0

|xk|.

(13)

Der Satz besagt, dass die lineare AbbildungL, die ei-
ner Eingangs- ihre Ausgangsfolge zuordnet, stetig im
folgenden Sinn ist: Haben wir zwei Eingangsfolgen
(xk)

∞
k=0 und(wk)

∞
k=0, dann gilt für die Ausgangsfolgen

‖L((xk)
∞
k=0)−L((wk)

∞
k=0)‖∞

= ‖L((xk−wk)
∞
k=0)‖∞

(13)
≤ C‖(xk−wk)

∞
k=0‖∞ .

Wenn sich also die Eingangsfolgen kaum unterschei-
den, dann gilt das auch für die Ausgangsfolgen. Stabi-
lität ist also nur ein anderes Wort für Stetigkeit.Ändert
man eine Eingangsfolge nur wenig, so ändert sich auch
die Ausgangsfolge nur wenig. Das ist in den Anwen-
dungen wichtig, damit eine Regelung nicht außer Kon-
trolle gerät.

Falls eine KonstanteC wie im Satz angegeben exis-
tiert, dann folgt sofort die Definition der Stabilität.
Die umgekehrte Richtung ist wesentlich schwieri-
ger. Ihr Beweis ist eine Konsequenz aus dem Prin-
zip gleichgradiger Beschränktheit (uniform bounded-
ness principle). Das ist ein Hauptsatz der Funktional-
analysis über Abbildungen zwischen Banach-Räumen,
d. h. vollständigen Vektorräumen mit einer Norm. Bei-
spielsweise istR zusammen mit dem Betrag als Norm
ein Banach-Raum. Aber auch der Vektorraum der be-
schränkten Folgen, den wirl∞ nennen, wird unter der
Norm ‖(xk)

∞
k=0‖∞ := supk∈N0

|xk| zu einem Banach-
Raum. Für den Spezialfall linearer Abbildungen von
l∞ nachR formulieren wir das Prinzip:

Satz 5.2 (Prinzip gleichgradiger Beschr̈anktheit)
Sei F eine Menge linearer Abbildungen (linearer
Funktionale) von l∞ nachR, die die beiden folgenden
Bedingungen erfüllen:

• Für jede Abbildung F∈ F existiert eine Kon-
stante CF ∈ R, so dass f̈ur alle Folgen(xk)

∞
k=0 ∈

l∞ gilt:

|F ((xk)
∞
k=0)| ≤ CF ‖(xk)

∞
k=0‖∞ .

Diese Bedingung bedeutet, dass jede Abbildung
F ∈ F beschr̈ankt und somit, wie zuvor für L
erläutert, stetig ist.

13
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• Für jede einzelne Folge(xk)
∞
k=0 ∈ l∞ ist die Men-

ge{F
(
(xk)

∞
k=0

)
: F ∈ F} beschr̈ankt. Dies wird

punktweise Beschränktheit genannt (wobei der

”
Punkt“ die Folge(xk)

∞
k=0 ist).

Dann gibt es eine Konstante C∈ R, so dass f̈ur alle
Abbildungen F∈ F und f̈ur alle Folgen(xk)

∞
k=0 ∈ l∞

gilt:
|F ((xk)

∞
k=0)| ≤C‖(xk)

∞
k=0‖∞ .

Die Konstanten CF können also durch eine gemein-
same Konstante C ersetzt werden. Man spricht von
gleichgradiger Beschr̈anktheit.

Ein konstruktiver Beweis, der ursprünglich in ähnli-
cher Form auch von Banach geführt wurde, wird z. B.
in [14] präsentiert. Ein nicht-konstruktiver Beweis mit
dem Baire’schen Kategoriensatz ist z. B. in [9, S. 246
f.] angegeben.

Wir benutzen nun das Prinzip gleichgradiger Be-
schränktheit, um den Beweis des Satzes 5.1 zu ver-
vollständigen. Dazu betrachten wir die Menge li-
nearer AbbildungenF := {Lm : m ∈ N}, die über
Lm((xk)

∞
k=0) := L((xk)

∞
k=0)m = ym definiert sind.Lm :

l∞ → R liefert also zu einer Eingangsfolge dasm-te
Folgenglied der Ausgangsfolge. Wir prüfen die beiden
Voraussetzungen des Prinzips:

Aufgrund der Differenzengleichung ist

|Lm((xk)
∞
k=0)| = |ym|

= |−an−1ym−1−·· ·−a0ym−n +bnxm

+bn−1xm−1 + · · ·+b0xm−n|

≤ max{|a0|, . . . , |an−1|}max{|y0|, . . . , |ym−1|}

+max{|b0|, . . . , |bn|}‖(xk)
∞
k=0‖∞.

Indem wir nun den größten Wert von|y0|, . . . , |ym−1|
entsprechend abschätzen und iterativ fortfahren, erhal-
ten wir

|Lm((xk)
∞
k=0)| ≤

[
m∑

k=0

(max{|a0|, . . . , |an−1|})
k

]

·

·max{|b0|, . . . , |bn|}‖(xk)
∞
k=0‖∞

=: Cm‖(xk)
∞
k=0‖∞.

Damit ist gezeigt, dass jede einzelne AbbildungLm be-
schränkt ist.

Stabilität im Sinne der Definition 5.1 bedeutet, dass für
jede Eingangsfolge(xk)

∞
k=0 ∈ l∞ die zugehörige Aus-

gangsfolge(Ln((xk)
∞
k=0))

∞
n=0 beschränkt ist. Insbeson-

dere ist also für jede Folge(xk)
∞
k=0 ∈ l∞ die Menge

{Lm
(
(xk)

∞
k=0

)
: m∈N0} beschränkt, so dass punktwei-

se Beschränktheit vorliegt.

Jetzt besagt das Prinzip der gleichgradigen Be-
schränktheit, dass es eine KonstanteC ∈ R gibt, so
dass

|ym| = |Lm((xk)
∞
k=0)| ≤C‖(xk)

∞
k=0‖∞ .

für allem∈N0 und alle Folgen(xk)
∞
k=0 ∈ l∞ gilt. Damit

haben wir (13) bewiesen:

‖(yn)
∞
n=0‖∞ ≤C‖(xk)

∞
k=0‖∞.

Lemma 5.1 (Absolute Summierbarkeit)
Ein lineares, zeitinvariantes Abtastsystem ist genau
dann stabil, wenn die Impulsantwort(gk)

∞
k=0 absolut

summierbar ist, d. h.

∞∑

k=0

|gk| < ∞.

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass aus der absolu-
ten Summierbarkeit die Stabilität folgt und wählen die
KonstanteC :=

∑∞
k=0 |gk|. Sei(xk)

∞
k=0 eine beschränk-

te Eingangsfolge mitM := supk∈N0
|xk|. Dann gilt für

die Ausgangsfolge:

|yk| = |((xn)
∞
n=0∗ (gn)

∞
n=0))k| =

∣
∣
∣
∣
∣

k∑

n=0

xk−ngn

∣
∣
∣
∣
∣
.

Ist die Impulsantwort(gk)
∞
k=0 absolut summierbar,

dann istyk beschränkt mit

|yk| ≤
k∑

n=0

|xk−n||gn| ≤ M
k∑

n=0

|gn|

≤ M
∞∑

n=0

|gn| = MC = C sup
k∈N0

|xk|.

Jetzt müssen wir umgekehrt zeigen, dass wir bei Stabi-
lität auch die absolute Summierbarkeit vorfinden. Sei
C die Stabilitätskonstante aus (13). Zu einem festen
Indexn0 betrachten wir die aus der Impulsantwort ge-
bildete Folge

xk :=







sign(gn0−k) k = 0, . . . ,n0

0 k > n0,

14



Goebbels: Mathematik der Z-Transformation Technischer Bericht 2014-02

die offensichtlich mit eins beschränkt ist. Die zu-
gehörige Ausgangsfolge(yk)

∞
k=0 ist damit mitC be-

schränkt. Außerdem gilt:

C≥ yn0 =

n0∑

n=0

xn0−ngn =

n0∑

n=0

sign(gn)gn =

n0∑

n=0

|gn|.

Die Abschätzung
∑n0

n=0 |gn| ≤C gilt nun für jedesn0 ∈
N, so dass auch

∑∞
n=0 |gn| ≤C gilt, womit die absolute

Summierbarkeit gezeigt ist.

Man beachte, dass beim Nachweis der absoluten Sum-
mierbarkeit im Beweis zu jedem Wert vonn0 eine
andere Folge(xk)

∞
k=0 konstruiert wird. Daher wird

tatsächlich die von der konkreten Folge unabhängi-
ge KonstanteC aus (13) benötigt. Die Definition
der Stabilität würde dagegen zunächst für jede Fol-
ge nur sicherstellen, dass es eine von dieser Folge
abhängende KonstanteC gibt. Damit kann aber nicht
auf

∑∞
n=0 |gn| ≤ C geschlossen werden. So einfach,

wie in [11, S. 230] suggeriert, ist der Beweis also an-
scheinend nicht. Häufig, wie z. B. in [15, S.294], wird
daher auch nur die einfachere Richtung bewiesen, dass
aus der absoluten Summierbarkeit der Impulsantwort
die Stabilität folgt.

Mit dem Lemma folgt die Stabilität der beiden
Beispiele aus der Einleitung: Die Impulsantwort
(0,1,0,0, . . . ) der Verschiebung ist offensichtlich
absolut summierbar, und auch die Impulsantwort
(1,−0,001,0,999· (−0,001), (0,999)2 · (−0,001), . . . )
des Filters (1) ist wegen der geometrischen Reihe ab-
solut summierbar:

1+0,001+0,999·0,001+(0,999)2 ·0,001+ . . .

= 1+0,001·
∞∑

k=0

(0,999)k = 1+
1

1−0,999
= 1001.

Aus der absoluten Summierbarkeit der Impulsantwort
(gk)

∞
k=0 folgt direkt, dass limn→∞ gk = 0 sein muss,

da sonst die Reihe nicht konvergieren könnte. Die
Erregung des Systems durch einen Impuls führt also
asymptotisch wieder in den

”
Nullzustand“ zurück.

Die ÜbertragungsfunktionG(z) =
∑∞

k=0 gkz−k eines
stabilen Abtastsystems ist für|z| ≥ 1 erklärt, da wir
mit |gkz−k| ≤ |gk| und

∑∞
k=0 |gk|< ∞ eine konvergente

Majorante haben. Alle Pole der gebrochen-rationalen
Funktion G(z) müssen daher innerhalb des Einheits-
kreises liegen, also einen Betrag kleiner eins haben.
Es gilt auch die Umkehrung. Wenn die (maximaln)

Pole alle einen Betrag kleiner eins haben, dann hat die
Potenzreihe

∑∞
k=0gkzk einen Konvergenzradius größer

als eins. Da Potenzreihen innerhalb des Konvergenz-
radius absolut konvergieren, konvergiert insbesondere
die Reihe fürz= 1 absolut:

∑∞
k=0 |gk| < ∞:

Folgerung 5.1 (Stabiliẗat und Pole) Ein lineares,
zeitinvariantes Abtastsystem ist genau dann sta-
bil, wenn alle Pole derÜbertragungsfunktion echt
innerhalb des Einheitskreises liegen.

Diese Charakterisierung lässt sich auch wie folgt mo-
tivieren: Schreibt man diëUbertragungsfunktion mit
einer Partialbruchzerlegung, so gibt es zu den Po-
len a Summandenc/(z− a). Multiplikation der Z-
TransformiertenX(z) einer Eingangsfolge(xk)

∞
k=0 mit

einem solchen Summanden entspricht einer Faltung
der Folge(xk)

∞
k=0 mit der Folge(0,1,a,a2,a3, . . . ), sie-

he (2). Ist die Eingangsfolge beschränkt, dann gilt dies
im Fall |a| < 1 auch für die aus der Faltung entstehen-
de Folge(yk)

∞
k=0:

|yk| =

∣
∣
∣
∣
∣

k∑

n=1

xk−nan−1

∣
∣
∣
∣
∣
≤

k∑

n=1

|xk−n||a|
n−1

≤

[

sup
n∈N0

|xn|

]
k∑

n=1

|a|n−1,

da bei der Abschätzung eine konvergente geometri-
schen Reihe entsteht. Die Abschätzung scheitert aller-
dings, wenn|a| ≥ 1 ist.

Bei den beiden Beispielen der Einleitung sind die Po-
le 0 bzw. 0,999, so dass die bereits über die absolute
Summierbarkeit der Impulsantwort gezeigte Stabilität
noch einmal bestätigt wird.

6 Frequenzgang

Die Übertragungsfunktion ist eine Funktion einer
komplexen Variablen. Bei der digitalen Signalverar-
beitung und in der Regelungstechnik ist es üblich,
durch die Wahlz= exp( jω) zu einer Funktion der re-
ellen Variablenω zu wechseln. Aus der̈Ubertragungs-
funktion G(z) wird der FrequenzgangG(exp( jω))
als Abbildung von[0,2π[ nachC. Ist ein lineares zei-
tinvariantes Abtastsystem stabil, dann liegen alle Po-
le innerhalb des Einheitskreises, d. h., die Funktion
G(z−1) lässt sich als Potenzreihe mit Konvergenzra-
dius größer eins schreiben, so dass der Einheitskreis
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im holomorphen Bereich liegt. Nach dem Cauchy-
Integralsatz lassen sich daher alle WerteG(z−1) für
|z| ≤ 1 aus den Werten vonG(exp(− jω)), ω ∈ [0,2π[,
berechnen. Gehen wir zum Kehrwert der Variable
über, dann sehen wir, dassG(z) für |z| ≥ 1 vollständig
über die WerteG(exp( jω)) bestimmt und berechenbar
ist. In diesem Sinne beschreibt der Frequenzgang die
Übertragungsfunktion vollständig.

Bei digitalen Filtern kann man den Einfluss des Filters
auf die Frequenzbestandteile eines Signals am Fre-
quenzgang erkennen. Um das zu verstehen, wenden
wir zur Frequenzanalyse die Fourier-Transformation
an. Dazu interpretieren wir die Eingangsfolge(xk)

∞
k=0

und die Ausgangsfolge(yk)
∞
k=0 als Funktionswerte von

Fourier-transformierbaren Funktionenf ,g : R → R

mit xk = f (k) undyk = g(k). So können wir die Diffe-
renzengleichung (7) als Gleichung für Funktionen auf-
fassen:

g(t)+an−1g(t −1)+ · · ·+a0g(t −n)

= bn f (t)+bn−1 f (t −1)+ · · ·+b0 f (t −n).

Wenn wir nun beide Seiten Fourier-transformieren,
wobei z. B. die Fourier-Transformiertef∧(ω) von f (t)
definiert ist über f∧(ω) :=

∫ ∞
−∞ f (t)exp(− jωt)dt,

so erhalten wir mit der Verschiebungsregel[ f (t +
h)]∧(ω) = ejhω f∧(ω) und der Linearität der Transfor-
mation die Gleichung

g∧(ω)+an−1e− jωg∧(ω)+ · · ·+a0e− jnωg∧(ω)

= bn f∧(ω)+bn−1e
− jω f∧(ω)+ . . .+b0e− jnω f∧(ω).

Jetzt sehen wir über den Quotientenf∧(ω)/g∧(ω),
wie sich zu Frequenzenω die komplexen Amplitu-
deng∧(ω) der Ausgangsfunktiong zu den komplexen
Amplituden f∧(ω) der Eingangsfunktion verhalten:

g∧(ω)

f∧(ω)
=

bn +bn−1e− jω + · · ·+b0e− jnω

1+an−1e− jω + · · ·+a0e− jnω = G
(
ejϕ) .

Das über (1) definierte Filter hat den Frequenzgang
ejω−1

ejω−0,999 und ist ein Hochpassfilter. So wird der Fre-
quenzgang fürω = 0 null, diese Frequenz, also der
Gleichanteil, wird nicht durchgelassen. Wir sehen uns
das Verhalten auch für Frequenzenω > 0 an:

Die Werte des Frequenzgangs sind wie bei derÜber-
tragungsfunktion komplex und lassen sich daher über
ihren BetragA(ω) und ihren Winkel (Phase)ϕ(ω)
schreiben, d. h.G( jω) = A(ω)exp( jϕ(ω)). Die reel-
le FunktionA(ω) heißt derAmplitudengang, und die

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.6

0.8

1

Abbildung 3: Amplitudengang des Hochpassfilters (1):
Auf der horizontalen Achse istω , auf der vertikalen ist
die Amplitude

∣
∣
∣

ejω−1
ejω−0,999

∣
∣
∣ abgetragen.
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Abbildung 4: Phasengangϕ(ω) des Hochpassfilters (1):
Auf der horizontalen Achse istω , auf der vertikalen ist
ϕ(ω) abgetragen.

reelle Funktionϕ(ω) der Phasengang. Die Darstel-
lung ihrer Funktionsgraphen heißtBode-Diagramm.
Für das Filter (1) ist das Bodediagramm in die Ab-
bildungen 3 und 4 aufgeteilt. Ist für einω der Am-
plitudengang 1 und der Frequenzgang 0, so wird der
entsprechende Frequenzanteil der Eingangsfolge nicht
verändert. Damit bestätigt sich anhand der Diagramme
die Vermutung, dass (1) ein Hochpassfilter ist.

Kennt man die Lage der Pole und Nullstellen der
ÜbertragungsfunktionG, dann kann man näherungs-
weise auf das Aussehen des Amplitudengangs schlie-
ßen: Istω der Winkel einer komplexen Polstelle von
G, dann ist zu erwarten, dassA(ω) groß ist. Ist dage-
genω der Winkel einer Nullstelle vonG, so istA(ω)
eher klein. Dieser Zusammenhang folgt aus der Ste-
tigkeit derÜbertragungsfunktion aufC abzüglich der
Menge der Pole. Liegen Pole und Nullstellen nicht zu
weit vom Einheitskreis entfernt, dann wirken sie sich
entsprechend auf die Werte vonG auf dem Einheits-
kreis aus.

Fasst man den FrequenzgangG(exp( jω)) als Parame-
trisierung einer geschlossenen Kurve auf, die Winkel
ω ∈ [0,2π] auf Punkte der komplexen Ebene abbildet
(siehe Abbildung 5), dann kann man unter Berücksich-
tigung der Umlaufrichtung ebenfalls durch die Entfer-
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Abbildung 5: Ortskurve des Filters (1) mit Punkten
ejω−1

ejω−0,999 für ω ∈ [0,2π ]: Dem Wertω = 0 entspricht der
Punkt im Koordinatenursprung. Dann wird von hier aus-
gehend die Kurve im Uhrzeigersinn, also im mathema-
tisch negativen Sinn, durchlaufen.

nung der Kurvenpunkte vom Nullpunkt ungefähr den
AmplitudengangA(ω) ablesen. Die Kurve wird als
Ortskurve bezeichnet.

7 Schlussbemerkung

Da die Z-Transformation hinsichtlich Differenzen ein
ähnliches Verhalten wie die Laplace-Transformation
hinsichtlich Ableitungen zeigt, lassen sich Differen-
zengleichungen unter der Z-Transformation in der
gleichen Weise mittels̈Ubertragungsfunktionen lösen,
wie es für lineare Differenzialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten mit der Laplace-Transformation
gelingt. Der BIBO-Stabilitätsbegriff entspricht der in
der Funktionalanalysis verwendeten Stetigkeit linearer
Abbildungen. Entsprechend helfen Sätze der Funktio-
nalanalysis, um die verschiedenen Charakterisierun-
gen der Stabilität ineinander zu überführen.
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Erratum zum technischen Bericht ”Mathematik der Z-Transformation“

Steffen Goebbels, 09. Oktober 2017

Ich danke allen Lesern, die mich auf Fehler hingewiesen haben.

Seite 13, rechte Spalte

gedruckt:

Aufgrund der Differenzengleichung ist

|Lm((xk)
∞
k=0)| = |ym|= |−an−1ym−1−·· ·−a0ym−n +bnxm +bn−1xm−1 + · · ·+b0xm−n|

≤ max{|a0|, . . . , |an−1|}max{|y0|, . . . , |ym−1|}+max{|b0|, . . . , |bn|}‖(xk)
∞
k=0‖∞.

Indem wir nun den größten Wert von |y0|, . . . , |ym−1| entsprechend abschätzen und iterativ fortfahren, erhalten
wir

|Lm((xk)
∞
k=0)| ≤

[
m∑

k=0

(max{|a0|, . . . , |an−1|})k

]
·max{|b0|, . . . , |bn|}‖(xk)

∞
k=0‖∞ =: Cm‖(xk)

∞
k=0‖∞.

korrekt:

Aufgrund der Differenzengleichung gilt:

|Lm((xk)
∞
k=0)| = |ym|= |−an−1ym−1−·· ·−a0ym−n +bnxm +bn−1xm−1 + · · ·+b0xm−n|

≤ max{|y0|, . . . , |ym−1|}
n−1∑
k=0

|ak|+‖(xk)
∞
k=0‖∞

n∑
k=0

|bk|.

Indem wir nun den größten Wert von |y0|, . . . , |ym−1| entsprechend abschätzen und iterativ fortfahren, erhalten
wir

|Lm((xk)
∞
k=0)| ≤

 m∑
i=0

(
n−1∑
k=0

|ak|

)i
[ n∑

k=0

|bk|

]
‖(xk)

∞
k=0‖∞ =: Cm‖(xk)

∞
k=0‖∞.


